補充教材
為什麼是三分之ㄧ？
范志軒  編輯
常常聽到在幾何學上，有所謂「錐體的體積恰好是柱體體積的三分之一」。正確地說，這句話是指：「不論是角錐或圓錐，它們的體積皆等於相對角柱與圓柱體積的三分之ㄧ」。真是奇怪極了，為什麼剛好是三分之一？現在讓我們從幾何學的角度，來聊聊這個問題。不過為了避免混淆，先讓我們對錐體與柱體下定義：
A.角柱：多面體中有兩平面全等且平行，其餘都是平行四邊形，則由這些面所成的封閉多面體稱為角柱，兩個平行的面稱為角柱的底面，其餘各面稱為角柱的側面，兩個側面的公共邊稱為角柱的側稜，側面與底面的公共點稱為角柱的頂點，而兩個底面的垂直距離稱為角柱的高。
B.圓柱：以矩形的一邊所在的直線為旋轉軸，其餘各邊旋轉而形成的曲面所圍成的幾何體稱為直圓柱。
C.角錐：在多面體中，有一面是多邊形，其餘各面是共用一個頂點的三角形，這樣的多面體稱為角錐，亦稱稜錐。其中的多邊形面稱為角錐的底面，其餘各面稱為角錐的側面，而各側面的公共頂點稱為角錐的頂點，頂點到底面的距離稱為角錐的高。
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D.圓錐：以直角三角形的一股所在的直線為旋轉軸，其餘各邊旋轉形成的曲面所圍成的幾何體稱為直圓錐。
接下來，引進公設與引理：(所謂公設，是指不證自明的原理)

公設1. 卡瓦萊利原理(Cavalieri's principle) (又稱劉祖原理、體積公設)：
具有相同高度且每一個橫截面的截面積均相等之幾何體有相同的體積。
( 所有等高處橫截面積相等的兩個同高立體，其體積也必然相等 )

這就像是兩個身高一樣，體型不同的人，如果做斷層掃描時所得到的每一個截面面積都相同(形狀可以不同)，那麼，這兩個人一定具有相同體積。
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引理1. 錐體底面積和任何平行底面之截面積比等於對應高的平方比。
證明：(1) 若錐體是角錐體時，以三角錐說明，
 
其餘以此類推：
 
在右圖中，
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是三角錐的高，
 
因為
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又因為相似三角形面積比等於對應邊長的平方比，
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      (2) 若錐體是圓錐體時：
 
如右圖，由相似三角形得兩圓面積比
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引理2. 同底等高之錐體具有相同體積
證明：設右圖中角錐與圓錐的底面
積皆為A，高皆為h，任意平
面E於等高處截兩錐體，使
得
錐體頂點至截面之距離皆
為d，設兩錐體截面之面積分
別為
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故
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，所以角錐與圓錐體機相同。( by公設1 )
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引理3. 三角柱定可切割成三個體積相同之三角錐。
作法：如右圖，對任意三角柱
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以下列步驟分割：作
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，
切割成三個三角錐：
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，其中三角錐
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之底面積
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且高皆為C到平面
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的距離，∴三角錐
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之體積相同。(引理2)
又三角錐
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之底面積
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且高皆為P到平面
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之體積相同。(引理2)
所以三角錐
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之體積相等。
定理1. 三角錐的體積等於
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證明：三角柱的體積等於底面積
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高，
 
又由引理3可知三角錐的體積為同底面積且同高之三角柱體積的三分之ㄧ，
 
∴三角錐的體積為
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定理2. 圓錐的體積等於
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證明：由引理2：具同底等高之錐體(含角錐與圓錐兩類)有相同的體積，
 
∴圓錐的體積
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同底等高之三角錐的體積
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由此可知，不論是角錐或圓錐，它們的體積皆等於同底等高之角柱與圓柱體積的三分之ㄧ。
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